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Introduccion

En la teoria de grupos, una representaciéon de un grupo G es una descripcién de G
como transformaciones de otro objeto mateméatico. De hecho, dicha representacién nos

da una forma de visualizar a G como un grupo de matrices.

En 1872, Felix Klein estudié la geometria a través del concepto abstracto de grupo
y sus acciones en objetos geométricos. De esta forma, definié a la geometria como el
estudio de los objetos invariantes bajo una accién dada. Esto es la columna del llamado

Programa de Erlangen.

Para 1896, Frobenius definié la nocién de caracter de un grupo finito. En su definicion
original los caracteres aparecen como soluciones de ciertas ecuaciones y, aunque tienen
poco parecido a la definicién actual, el mismo Frobenius demostré que las trazas de las

matrices de las representaciones dadas son los caracteres de dichas representaciones.

La presentacién actual de la teorfa de representaciones y caracteres la debemos a
Schur, alumno doctoral de Frobenius en Berlin. En el siglo XX, la teorfa de representa-
ciones se estudi6 como las formas en las cuales un grupo dado puede actuar en un espacio

vectorial.

En este proyecto se daran a conocer los conceptos bésicos de dicha teoria para apli-

carlos a los grupos simétricos Sg v Sy. Este dltimo es isomorfo a el grupo de movimientos

I
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VI Introduccion

rigidos del cubo, y entonces actia naturalmente sobre sus conjuntos de caras, vértices y

aristas.

En el capitulo 1 se describiran las definiciones basicas de la teoria de representaciones,
ademds de algunos ejemplos de grupos finitos. En el capitulo 2 se abordara una parte
fundamental de la teoria de representaciones: la teoria de caracteres, que facilita la obten-
cién de las representaciones irreducibles de cierto grupo. En el capitulo 3 se desarrollara
la teoria estudiada para obtener las representaciones del grupo simétrico S4. Por ltimo,
en el capitulo 4 aplicaremos la teorfa de representaciones a la geometria del cubo, en el

sentido del programa de Erlangen de Klein.



Capitulo 1

Resultados basicos

En este capitulo estudiaremos las definiciones bésicas acerca de la teoria de represen-
taciones, como lo es representacion reducible e irreducible, y los tipos de representaciones
que puede tener un grupo finito: la trivial, la alternante, la de permutaciones y la re-
gular. En la segunda seccién se mostrardn las propiedades de una subrepresentacion.
También se obtendra como descomponer representaciones en irreducibles. En la seccién
3 veremos la descripcion de representaciones irreducibles de grupos abelianos finitos y su
relacién con el andlisis de Fourier en grupos finitos abelianos. Por tltimo, se describiran

las representaciones del grupo de permutaciones de tres objetos.

1. Definiciones

Una representacion de un grupo finito G en un espacio vectorial complejo V' de
dimension finita es un homomorfismo p : G — GL(V), donde GL(V) es el grupo
de automorfismos de V; tal mapeo da a V una estructura de un G-médulo, es decir
p(g)v = gv satisface:

(i) lv=wv,v eV,

(i) (99)v=9(g'v), 9.9 €GveV;y

(iii) g(vi +wv2) = g(v1) +g(v2), g € G,v1,v2 € V.

HI



2 1. Resultados basicos

La dimensién de V' es llamada el grado de p.

Sea (e;) una base de V' y R la matriz de p con respecto a esa base; Ry es la matriz
de p(s) con respecto a su base. Tenemos que det(Rs) # 0y Rs = Rs - Ry, si s,t € G,
y denotamos por r;;(s) a los coeficientes de la matriz R, entonces los coeficientes de la

matriz Rg quedan

ra(st) = Y _rij(s) - min(t).
J

’ . - . . /
Sean p v p dos representaciones del mismo grupo G en espacios vectoriales V y V',

. - . . . . !

estas representaciones son llamadas isomorfas si existe un isomorfismo lineal 7: V — V

que transforma p en p vy satisface la identidad

Top(s) =p (s)oT para todo s € G.

Cuando p y ,0/ estdn dadas en forma de matriz por Ry y R;, respectivamente, esto quiere

decir que existe una matriz invertible T' tal que
T-Rs=R,-T para todo s € G.

Entonces podemos escribir R; =T -Ry- T 'yop, p/ tienen el mismo grado.

Un mapeo entre dos representaciones V' 'y W de G es una transformacién lineal

p: V. — W tal que el diagrama conmuta
©
V— W
i g g
@
V— W
para cada g € G; es decir p(g(v)) = g(¢(v)).

Ademas ¢ es G-lineal, es decir ¢(gv) = gp(v).
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Una subrepresentacion de una representaciéon V es un subespacio W de V el cual es
invariante bajo G. Sea V un espacio vectorial sobre el campo K, A : V — V un operador?
de V' y W un subespacio de V. Se dice que W es un subespacio invariante bajo A, si Aw

estd en W para cada uno de los w € W; es decir, Aw esta contenido en W.

Una representacion p es irreducible si no tiene subespacios invariantes no triviales W

de V, es decir, p(g)w no esta contenido en W para cada uno de los w en Wy g € G.

Sean Vi y Vo dos espacios vectoriales y un mapeo € : V3 x Vo — W a un espacio
vectorial W. Para 1 € V] y a2 € Vo, e(x1,22) — 21 ® x9, es llamado el producto

tensorial de V7 y V4 si satisface:
(1) 71 ® x2 es lineal en cada una de las variables.
(ii) Si (e;,) es una base de V1 y (e;,) es un base de V5, la familia de productos e;, ®e;,

es una base de W.

El producto tensorial es denotado por V; ® V5. Por la condicion (i7),
dim(V1 ® Va) = dim(V1) - dim(V3).

Ahora sean p! : G — GL(V1) y p? : G — GL(V3) dos representaciones de un grupo G.
Para s € G definimos un elemento p(s) de GL(V; ® Vi) como p(s)(x1 ® x2) = p'(s)(x1) -
p%(s)(x2), para m1 € V4, 22 € Va. Entonces p(s) define una representacion de G en V4 @ V5,
la cual es llamada el producto tensorial de p' y p? y se denota por p! ® p?. Sea (e;;) una
base de V1 y 7i,j,(s) la matriz de pl y para Vs una base es e;, ¥ 74,5, () es la matriz de
pg entonces

p;(ejl) = Zriljl (s) - (i)

1

p?(ejz) = Zriﬂ'z (s) - (€iy)-

1Aplicaci(’)n lineal en si mismo.
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La matriz de producto tensorial de pl y p? es
plej, ®ej,) Z i (8) @ Tigj () @ €5, @ €4y
11,82
donde la matriz de ps es i, (5)7iyj,(5).

El dual de una representacion V' es denotado por V* = Hom(V, C) y también es una
representacion. Si tenemos dos representaciones de G con respecto al emparejamiento (,)
entre V¥ y V,si p: G — GL(V) es una representacion y p* : G — GL(V*) es su dual;
asi que obtenemos (p*(g)(v*), p(g)(v)) = (v*,v) para todo g € G, v € V y v* € V*. Una
definicién mas explicita del dual de una representacion es: p*(g) = tp(g~1) : V* — V*

g €aqG.
Teorema 1.1. Con la definicion del dual p*(g) el emparejamiento es satisfecho.

Demostracion.

0

Sean V' y W dos representaciones, entonces Hom(V, W) es una representacion, visto
como Hom(V, W) = V* @ W. Tenemos v* @ w — ¢ y ¢ estd dada por ¢(v) = (v*, v)w;
como ¢ € Hom(V, W); vy,--- , v, es base de V; wy,--- ,wy, base de W entonces vj & w;

es base de V* ® W. Tenemos
p(v) = aijwi,
o (Do) =D oy Y ayw
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v) entonces

2] (Z Oéj’()j) = Z Qi <’U*, v)wi
¥
= Z aijv; & wi(v).

Por lo tanto Hom(V, W) = V*®@W. Si ¢ € Hom(V, W) y le aplicamos g, g € Hom(V, W)

R *
donde a; = (v],

asi que gp(v) = gp(g~'v). Tenemos v* @ w € V* @ W; g(v* ® w) = gv* ® gw entonces

v* @ w(v) = (v*, v)w con gv* € V¥ y gu* =t (¢ sig:V = Vylg: V= V*

entonces (!gv*, v) = (v*, gv)

g Rwy = gv*® gw(v)

1

Por lo tanto gp(v) = (v*, g~ v)gw.

Definimos a el homomorfismo G-lineal como Homg(V, W) = {¢ | p(gv) = gp(v)}, ¥y
a el homomorfismo G-mddulo como Hom(V,W)% = {¢ | g = ¢}.

Teorema 1.2. Si Homg es el espacio vectorial de mapeos G-lineales entre dos represen-

taciones V. y W de G entonces Homg(V, W) = Hom(V, W)C.

Demostraciéon. Un elemento de Hom(V, W) es un mapeo lineal ¢ de V' a W. Entonces

(9¢)v = gp(g~v) para todo v € V. Tomamos ¢ € Hom(V, W) entonces:

(g9)(v) = golg~'v)
e(v) = ge(g~'v)
g o) = g 'gplg M)

g o) = g )
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Por lo tanto Hom® C Homg.

Ahora sea ¢ € Homg entonces

g(p) = gplg'v)

Por lo tanto Homg C Hom©. En conclusion Homg = Hom©.

O

Supongamos G acttia en un conjunto finito X'; es decir, para cada s € GG, existe una

permutacién x — sx, que satisface la identidad
lz = x,s(tx) = (st)x si s,t € G,x € X.

Sea V un espacio vectorial que tiene una base (e;),cx. Para cada s € G, sea p(s) el
mapeo lineal de V' a V el cual envia e, a eg;; la representacion de G que obtenemos es

llamada la representacion de permutacion asociada con X.

La representacion regular, denotada por R; sea V espacio de funciones en G, g € G

actua en una funcién f como p(g)f(z) = f(g~'z); notamos que gxn = X, gxn(z) =

xXn(g7 ) = xgn(2).

2. Reducibilidad completa

Sea V un espacio vectorial, y sean W y W' dos subespacios de V. El espacio V es
llamado la suma directa de W y W' si cada & € V puede ser escrito de manera tnica
en la forma & = w+w, con w € Wy w € W'; esto nos dice que WNW' = {0} y
dim(V) = dim(W) + dim(W").
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Entonces podemos escribir V. =W & W,, y decimos que W' es complementario de W en

V.

Proposicion 1.3. Si W es una subrepresentacion de una representacion V' de un grupo

. . . . . . /
finito G, entonces tiene un subespacio complementario invariante W' de V.

Demostraciéon. Sea U un subespacio complementario a W, y mg : V. — W una proyec-
cion? dada por la descomposicion de suma directa V = W @ U. La suma del mapeo

sobre G,
m(v) =Y glmlg ' (v))),

geG

1

es G-lineal de V sobre W. Si calculamos s -7 - s, con s € GG, encontramos que

s-ﬂ-sflzz s g mo g*1 sl=r.
geG
Sea W' el kernel de 7, entonces siz € W' v s € G tenemos 7z =0, y 7- sz = s- 72 = 0,

/ !/ . . . .
esto es; sz € W . Por lo tanto W es subespacio complementario invariante. O

Decimos que V es la suma directa de Wy W, y escribimos V' = WaW'. Un elemento
de V es identificado con un par (w, w/) conweWyw eW.Si Wy W estan dadas

en forma de matriz por Rs y R;, W @ W' esta dada por la matriz

R, 0
0 R

s

Teorema 1.4. Toda representacion es una suma directa de representaciones irreducibles.

Esta propiedad es llamada reducibilidad completa.

Demostraciéon. Sea V' una representaciéon de G. Procedemos por induccién en dim(V).
Si dim(V) = 0, el teorema es valido ya que 0 es la suma directa de la familia vacia de

representaciones irreducibles. Suponemos entonces que dim(V) > 1.

2Envia cada € V a su componente w € W, la imagen de g es W y mo(z) = z, 7o es un mapeo lineal de V

en si mismo que satisface dos propiedades: V' es la suma directa de W' y el kernel U de mg.
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Por la proposicién 1.3, si V no es irreducible puede descomponerse como una suma directa
V'@V" con dim(V') < dim(V) y dim(V") < dim(V'). Por la hipétesis de induccion, V' y
V" son sumas directas de representaciones irreducibles. Por lo tanto V' es la suma directa

de representaciones irreducibles. O

Lema 1.5. (Schur). Si V. y W son representaciones irreducibles de G y ¢ : V — W

es un homomorfismo de G-mddulos, entonces

1. ¢ es un isomorfismo o p = 0.

2. St V=W, entonces o = A1d para algin A € C.

Demostracion. = Para ver que ¢ es un isomorfismo tenemos que verificar que es
inyectivo y sobreyectivo, asi que nos fijamos en ker ¢ = {v|p(v) = 0}. Como ¢
es un homomorfismo G-moédulo, tenemos ¢(gv) = gp(v). Ahora, como v € ker ¢,
©(gv) = g(0) = 0, como V es irreducible asi que gv € ker ¢. Entonces ker ¢ es
invariante entonces ker ¢ = V' o ker ¢ = {0}. Si ker ¢ = {0}, es inyectiva.

Ahora, consideramos Im ¢ = {p(v)|lv € V} € W. Como ¢ es homomorfismo G-
modulo entonces tenemos que gp(v) = p(gv). Sea v € Im ¢; entonces g(p(v)) =
o(gv) € Im g, lo que nos lleva a g(¢(v)) € Im . Asi que Im ¢ es invariante. Como
W es irreducible Imp = {0} o W, si Imp = {0}, entonces ¢ = 0; si Imp = W

entonces @ es sobreyectiva y por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

» Queremos verificar que ¢(v) = A\v. ¢ tiene al menos un eigenvector en V vy # 0. Si
©(vp) = Ao, entonces (p — Ao Id)vg = 0. Por la primera parte p —AgId : V — V
es isomorfismo o 0 entonces ¢ — AgIld =0y ¢ = AgId.

O

Proposicion 1.6. Para cualquier representacion V' de un grupo finito G existe una

descomposicion

V VIEB“1 @-'-@VISB%,
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donde las V; son las distintas representaciones irreducibles. También V se puede escribir

como

V=a1V1io - - ®aVi=a1Vi+ -+ arVs.

Esta descomposicion de V' como de una suma directa de los k factores es tinica, asi como

Vi y sus multiplicidades.

Demostracion. Si W es otra representacion de G con la descomposicion W = Wj@bj
y ¢ : V. — W es un mapeo de representaciones, entonces ¢, por el Lema de schur debe
mandar el factor Vi@ai al factor, Wj@bj para el cual W; = V; cuando aplicamos al mapeo
identidad de V' a V.

O

3. Ejemplos

3.1. Grupos Abelianos. Sea GG un grupo abeliano y finito. Si tenemos una represen-
tacion V, cada g € G da un mapeo p(g) : V — V y serd G-lineal para cada p si y solo
si g estd en el centro de G, denotado como Z(G) = {g € G| gh = hg ¥ h € G}. Para
mostrarlo, sea g € Z(G), Z(G) = G. Entonces si G es abeliano,

p(g)(v) = gvnos tomamos h € G
p(g)(hv) = ghv como g € Z(G) entonces
p(g)(hv) = hgv por definicion tenemos

p(g)(hv) = hp(g)(v)

Asi que p(g) es G-lineal.

Ademads, si V es una representacion irreducible, por el lema de Schur cada elemen-

to g € G acttia en V por un multiplo escalar de la identidad, p(g) = AgId. Si g € G,
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entonces gV = A\,V. Como )\, € C, dim V = 1, es decir el grado de la representacién es 1.

Si G es un grupo finito de orden N, entonces, para g € G,g" = 1, donde 1 es la
identidad del grupo. Si tenemos la representacion irreducible p(g) que envia a T, = A4 Id,

donde A4 Id es un maultiplo escalar de la identidad, entonces

TY =\ =1,
2mik
TgN —e N

donde k € Z depende de g. Esta igualdad resulta porque A es rafz N-ésima de la identi-

dad. Ahora, con h € G, si G es abeliano Ty, = Tj,4, y aplicando lo anterior resulta

mi(l+k)
)\‘é\;l = )\;7«\; = QZT-'—’
donde [ depende de h. Asi que Ty : G — Zn es un homomorfismo de G' a Zy, el grupo

de las N-ésimas raices de la unidad, Zy = {eg,---en—_1} es ¢;

3.2. El grupo simétrico S3. Es el grupo de permutaciones (de tres objetos bajo la

composicion de funciones). Las permutaciones se representan con la notacion de ciclos.

Asi S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}.

Este grupo tiene tres transposiciones y dos 3-ciclos. El orden de este grupo es 6
(|Ss| = 6) y sus clases de conjugacion (a es conjugado a b si existe x € G tal que

b=z"tazx) son [(1)],[(12)]y [(123)], donde

(D] ={W)}-
[(12)] = {(12), (13), (23)}.
[(123)] = {(123), (132)}.
Las representaciones de S3 son tres: la trivial, la alternante y la estandar.

La trivial estda dada por gv = v para todo g € S3 y tiene dimensién 1.
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La alternante es descrita como gv = sgn(g)v para todo g € S3 y tiene dimension
1. La representacion alternante para cada elemento de S3 es: (1)v = v, (12)v = —v,
(13)v = —v, (23)v =—v, (123)v =v, (132)v =wv, con v € C.

Tenemos la representacién natural de permutaciones en el cual S3 acttia sobre C3
permutando coordenadas. Si {e1, €2, e3} es la base estandar, entonces g-e; = ey(i)- Equi-
valentemente g(z1, 22, 23) = (24-1(1), Zg-1(2)5 Z4-1(3))-

La representacién natural de permutaciones es reducible con espacio invariante
V = {(z1, 22, 23) € C3: 21 + 23 + 23 = 0}.
V es irreducible y es llamada la representaciéon estandar.

Proposicion 1.7. Sean o = (12) y 7 = (123) elementos de S3. Entonces la representa-
cion estandar tiene base a = (w,1,w?) y B = (1,w,w?), donde w = _71 + @z es la raiz

cibica de 1 con oo =3, Ta = wa, T8 =w?B yof =a .

Demostracion. Sea V = {(z1,22,23) € C? : 21 + 20 + z3 = 0}. Para ver que «, 3 son

una base para V, verificamos dos propiedades:

1. {21 + 22 + 23 = 0} es generado por a y 3.

2. a 'y B son linealmente independientes.

Que sea generado quiere decir que se cumple

21 w 1
29 = 1 +un w

z3 w2 w2

Entonces encontraremos a A\ y u para z1, 22, 23.

Tenemos las ecuaciones Mo+ p =21, A+puw =22 vy Aw?+ pw? = 23, con solucion
\ 29 — Z1W Z1 — 2w
1—w2 VH 1—w?’
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Por lo tanto {z1 + 22 + 23 = 0} es generado por a y f.

Para ver que o y 8 son linealmente independientes, suponemos que

w 1 0
w? w? 0

y mostraremos que A = u = 0. Entonces tenemos tres ecuaciones: Aw+pu =0, A+puw =0
v Aw?4puw? = 0. De la primera ecuaciéon tenemos jt = —Aw. Metemos esto en la segunda y
tenemos A —Aw? = 0, entonces A(1—w?) = 0 1o que nos da A = 0. Si sustituimos este valor
en la primera ecuaciéon nos da g = 0. Por lo tanto « y 8 son linealmente independientes,

y forman una base para V.

Ahora verificamos que se cumplan ca = 3, T = wa ,08 = o 70 = W3S,

w 1
w? w?
w w? w
T =T 1 = w = Ww 1 = wWQ
w? 1 w?
oﬁa( ( = a.
1 w?
MB=1|lw|=]1]|=w?s
w? w
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13

Vemos como acttan los otros elementos de S3 en 'y 3.

(23)a = (23) | 1

(13)a = (13) | 1
wQ

(132)a = (132) | 1

(13)8=(13) | w

(23)8=(23) | w

(132)8 = (132) | w

w2
= = WZIB
w
w 1
= w2 = W w = U.)B
w2
1 w
= w2 = wz 1 = wQQ
w w2
w2
= w = wWa.
1
1
= wz = (JJ2a
W
w
= |w? | =wp
1
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En esta base, la representacion estdndar de cada elemento de Sg tiene matrices:

10
Id — ,
0 1
0 1
o= ,
10
w 0
T: )
wQ
= [ °
w2 ’
w?
(23) = ,
w 0
2
(132) =



Capitulo 2

Teoria de caracteres

En este capitulo, definiremos el caracter de una representacién, ademas de dar sus
propiedades y enunciar un ejemplo en grupos abelianos; en la seccién dos se elaboraran
tablas de caracteres, en particular, los caracteres del grupo de permutaciones con dos
y tres elementos. Mientras en la seccién tres se dardn técnicas para descomponer una
representacién en irreducibles; ademas de dar una férmula para la proyeccién de una

representacion general sobre la suma directa y describir la representacién regular.

1. El caracter de una representacion

Sea un espacio vectorial con una base {e;} de n elementos y sea A un mapeo lineal
en el espacio vectorial, con matriz (a; ;) respecto a la base {e;} entonces la traza de A

esta definida como
tT‘(A) = Zam.

Si V' es una representacion de G, un caracter xy es una funciéon de valores complejos

sobre el grupo definido por
xv(g) =tr(gv),

la traza de g sobre V. Cabe mencionar que la traza es la suma de los eigenvalores de A

(con sus respectivas multiplicidades) y no dependen de la eleccion de la base {e;}. En

15
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particular, tenemos xy (hgh™!) = xv(g), y asi que xv es llamada una funcién de clase.

También observamos que yy (1) = dim V.

Proposicion 2.1. Sean p' : G — GL(V1) y p* : G — GL(V3) dos representacioes de G,
y sean X1 Y X2 Sus respectivos caracteres. Entonces:
(i) El caracter x de la suma directa de representaciones p1 @ pa es igual a X1 + X2-

(ii) El caracter x del producto tensorial de representaciones p1 ® pa es igual a X1 - X2-

Demostracion. Sean p! y p? dadas en forma de matriz por R' y R2. La representacion
p1 D p2 estéd dada por la matriz

R' 0

0 R?

R=

y entonces tr(R) = tr(R') + tr(R?), que implica x = x1 + X2.

Ahora, para el punto (i), recordemos la notacién del producto tensorial, p* = > 7y, 5,

¥ % = Y Ty, tenemos

X1 = E Tiyviys
1
X2 = E Tigigs

(2

entonces

X = E Ti1i1Tigia = X1 X2+

1112

1.1. Ejemplo: Grupos abelianos. Si G es abeliano, un caracter en G es una funciéon
de valores complejos

e:G— St

la cual satisface e(a - b) = e(a)e(b) para todo a,b € G.
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Proposicion 2.2. {eg, - ,en_1} es una base ortogonal del espacio Ly : {F := Zn —

C} con el producto interno

=

-1
F(k)H (k).
0

(F,H):%

i

donde e es un caracter.

Demostracion. Primero tenemos que ver que (F, H) es un producto interno.

Observacion 2.3. i) E,F, H son elementos de Ly entonces (F,H+FE) = (F,H)+
(F,E).
ii) Si a € C, entonces (aF,H) =a(F,H) y (F,aH) =a(F,H).

iii) (F,H)=(H,F)
Demostracion. Para el primer punto tenemos
(F\H+E) = N F(k)(H(k) + E(k))
- ¥ L FWEE+ © > FRER)
= (FH)+(F,E).

Mientras para el segundo

(aF,H)

|
Q

(F,aH) = F(k)aH (k)
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Por ultimo el punto 3: (F,H) = (H, F)

1 N-1 L
(FH) = & ) F(k)H(k)
k=0
- %(F(O)W—l— -+ F(N—-1)H(N —1).
1 N-1 _
(HF) = & ) Hk)F(E)
k=0
= L(HOFQ) +-+HN - DFN 1)
= S(HOFO) + -+ HN - DF(N - 1))
Por lo tanto (F, H) = (H, F'). Por lo tanto (F, H) es un producto interno. O

La norma estd dada por ||[F|> = (F,F) = + ZkN:Bl |F(k)|?. Sabemos que e, (k) =
mink

P ¢"* queremos ver que las e, forman una base ortogonal. Tenemos que mostrar

que sus elementos son mutuamente perpendiculares, esto es (en,e;) = 0 con m # j.

2mimk 2mijk

Como en(k) =e N yej(k) =e N entonces

Z
L

ka‘c—jk’

2=

(6m, ej) =

B
Il
o

=

¢(m=ak,

2=
>~
o

Como m # 7, g‘m—j = q # 1 y entonces Ziszl qk = 0 Por lo tanto (e, ej) =0.

Ahora, sim = j,

1 N-1
(emoem) = 5 0 M
k=0
1 N-—1
N k=0
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Si F' es una funcién en Zy, el n-ésimo coeficiente de Fourier de F' es

_ 27mikn

| N-1
an = g F(k)em N
k=0
paran =0,--- , N — 1. Entonces podemos enunciar una versién del teorema de Inversion

de Fourier y la identidad de Parseval-Plancherel para Zy.

Teorema 2.4. Sea F una funcidn en Zy y a, el n—ésimo coeficiente de Fourier. En-

tonces
N-1 .
2min
F(k) = g apne N
n=0

PR N-1 N-1
Mids ain ano ‘an‘Q = % Zk:O |F(k)‘2

Demostracion. Por la proposicion 2.2 las funciones e, son ortonormales Ly . Sabemos

N-1
que F'=3%"""", ane,. Como las e, son ortonormales, entonces a,, = (F,ey,) porque

N-—1
(Faen) = (Zamemyen)
m=0

= Zam(ema en) = an
Por el teorema de Pitagoras,

N-1
(F,F) = Z |an|2a
n=0

y entonces
1 N-1 N-1
5 IR =Y P
k=0 n=0

2. Tabla de caracteres

El caracter de una representaciéon de un grupo G es una funcién en el conjunto de
clases de conjugacion de G; podemos expresar esta informaciéon en una tabla de carac-

teres, donde las clases de conjugacién son listadas en la parte superior, dadas por un
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representante g, con el nimero de elementos en cada clase de conjugacién; la representa-
cién irreducible aparecerd en la parte izquierda; y en el interior el valor del caracter en

la clase de conjugacion [g].

2.1. Grupo Sy. El grupo de permutaciones con dos elementos Sy = {(1), (12)} tiene

la identidad y un 2-ciclo y sus clases de conjugacion son: [(1)] y [(12)].

1 1
S |IW)] [(12)]
trivial 1 1
alternante 1 -1

El caracter de la representacion trivial es (1,1), mientras que el de la representacion

alternante es (1, —1).

2.2. La tabla de caracteres de S3. En la parte superior de la tabla aparece el niimero
de elemenros con los que cuenta cada clase de conjugaciéon del grupo Ss. Las matrices de
la representacién éstandar las tenemos por el capitulo anterior asi que solo obtendremos

la traza para tener el carcter de cada clase de conjugacion.

tr(Id) =2, tr(12) = 0, tr(123) = w + w? = —1.

1 3 2

Ss |1 [12)] [(123)]
trivial 1 1 1
alternante 1 -1 1
estandar 2 0 -1

Ss tiene tres clases de conjugacion : [1],[(12)] v [(123)]. El caracter de la representacion
trivial es (1,1,1), el de la representacion alternante es (1,—1,1) y el de la representacion

estandar es (2,0, —1).
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Proposicion 2.5. Sea X un conjunto finito en el cual actia G, y sea p(s) la correspon-
diente representacion de permutaciones. Para s € G, x,(s) es el nimero de elementos de

X fijados por s.

Demostraciéon. Recordemos la representacion de permutaciones: si G actia en un con-

junto finito X, para cada s € G existe una permutacion x — sz que satisface
le =z, s(tz) = (st)rsis,t € G, v € X.

Sea V un espacio vectorial que tiene a (e;),cx como base. Para s € G sea p(s) el mapeo
lineal de V' a V' que envia e, a eg,;. Existe una matriz Ag en V tal que p(s) = p(As). Es

decir Ay es la matriz asociada con el mapeo lineal p(s). Si tenemos Ay = (a;5)

ail e A1n €1
Ag-e =

an1 Gnn €n

airert+ - Fainen

anie1+ -+ tapneén

Siu = [aze;] v v es el n-vector de coeficientes ay, ps(u) = Asv

tr(p(s)(e)) = tr(Ase)
ajiei+ - +ainén

= ir

anie1t+ -+ Fappén

= air + -+ apn.

Si As = (aay),
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Entonces
ai a1n
p(s)ler) = | = [, p(s)(en) =
anl Qnn
Por lo tanto x,(s) = tr(es;) esto es el nimero de elementos de X fijos por s. O

3. La primera férmula de proyeccién y sus consecuencias.

Una representacion p(g) : V' — V no es en general un G-médulo homomorfismo. Sin

embargo, si nos tomamos el promedio

Zpg,

gEG

entonces el endomorfismo ¢ es G-lineal; porque si p(hv) = ﬁ >~ g(hv), escribimos a

g = hgh™! y entonces

Z hgh™! Z hgv =
e

geG

Para cualquier representacion V' de un grupo G, definimos el conjunto
C—fveV:gv=vVgeG}
donde V& son los elementos fijados por G.

Proposicion 2.6. El mapeo ¢ es una proyeccion de V. sobre VC.

Demostraciéon. Supongamos que v = p(w) = ﬁ > gw. Entonces para cualquier h € G,

= |G|Z v \G|Zg“’_”

Entonces la imagen de ¢ est4 contenida en V. Si v € V& entonces

e(v) \G\Zg \G!Z’”

por lo que V¢ C Im(p) y ¢ 0 ¢ = . Por lo tanto ¢ es una proyeccion. O
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Si queremos conocer el nimero m de copias de la representacién trivial que aparece

en la descomposicién de V', podemos hacerlo numéricamente. Tenemos
(2.1) m=dim V% = ’G| Zt Xu(9)-

FEn particular, para una representacién irreducible V' distinta de la trivial la suma sobre

todo g € G de los valores del caracter xy es cero.

La traza de ¢ para Ss.

En la secciéon anterior conocimos los caracteres de las tres representaciones irreducibles
de este grupo. La traza para la representacion trivial es
1
|ZXV =l +l+14+1+1) =1
geG
Para la representacion estdndar tenemos
ZXV 6(2+0+0+0—1—1):0.
gEG
Para la representacion alternante calculamos

ZXV 1—1—1—1+1+):0.
geG

r(p)
el

Si V y W son representaciones de GG, por el capitulo 1 Hom® = Homg tenemos
(2.2) Hom(V, W)¢ = {G-m6dulo homomorfismo de V a W}.

Si V es irreducible, entonces por el lema de Schur dim(Hom(V, W)%) es la multiplicidad
de V en W. Similarmente si W es irreducible, dim(Hom(V, W)%) es la multiplicidad de
W en V. En el caso en que ambas son irreducibles tenemos

1 vew

0 VW

(2.3) dim(Hom(V, W)¢) =

Pero el caracter Xpom(v,w)c de la representacion Hom(V, W) = V* @ W esta dada por

XHom(V,W)G (g) =Xv (g)XW (g)
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Entonces,

G |ZXV 9)xw (9) = dim(Xaom(v,w)e (9)):
geG

por la formula 2.3, y si V' y W son irreducibles obtenemos

1 VW
(24) (xv, xw) Z Xv(9)xw (g
Gl & 0 VW

Para llegar a este resultado, definimos a
Ceiase(G) = {funciones de clase en G}.

Definimos ademas el producto interno Hermitiano en Cgqse(G) por
gGG

Teorema 2.7. Los caracteres de las representaciones irreducibles de G son ortonormales

en términos de este producto interno.

Demostracion. Sean V y W dos representaciones irreducibles de GG con sus respectivos
caracteres xv(g) y xw(g). Entonces
(v (@) xw(@) = 15 sz 9)xw(g) =0
geG
por la ecuacion 2.4.
Ahora, si V 2 W,
(xv(9), x Z Xv(9)xw(g) =1
gGG

por la ecuaciéon 2.4. O

El niimero de representaciones irreducibles de G es menos o igual que el nimero de

clases de conjugacion.
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Corolario 2.8. La multiplicidad a; de V; en V es el producto interno de xy con xv;, es

decir, a; = (xv,xv;); ademds (xv,xv) =Y, a?
Demostraciéon. Sabemos que

(xv,xv,) = \G| > XXy
geG

Entonces

Oovoxv) = 1 Z > aixy xvi

geG
Por lo tanto (xv, xv;) = a;.

Corolario 2.9. Cualquier representacion es determinada por sus caracteres.

Demostraciéon. Sea V una representacion se descompone en la suma directa de repre-

sentaciones irreducibles entonces
Vv x yom @_“@Vk@ak.
Por la proposicion 1.6 tenemos
V=aiVi® - - ®darVek=a1V1 + -+ ap Vi,

donde las a; son las multiplicidades de las V;. Los caracteres de las Vi, - - - Vi son xv,, - -+, XV -
Por la proposicién 2.1 el caracter de V' estd dado por aixv, + --- + agxy,; entonces

Xv = . a;Xxv;. Por lo tanto V esta determinada por sus caracteres.

En el siguiente corolario obtenemos un criterio de irreducibilidad.
Corolario 2.10. Una representacion V' es irreducible si y solo si (xv,xv) = 1.

Demostraciéon. Sabemos que si V' es irreducible entonces, por el teorema 2.7 sus carac-
teres son ortonormales, es decir (xv, xv) = 1, asi que se termina la implicacion. Ahora,

si (xv,xv) =1 con V una representacion que se puede descomponer en la suma directa
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de representaciones irreducibles, entonces V & Vl@‘“ OO Vk@a’“ , as{ que el caracter de
Ves aixv, + -+ + agxy, tenemos a; = (xv,Xxv;) v la relacién de ortogonalidad implica
que (xv,xv) = Zle a? = 1. Por lo tanto algiin a; = 1 y el resto son cero, asi que V es

irreducible.

4. La representaciéon regular

Sea R la representacion regular de G, la cual tiene una base (e;)iec tal que p(g)e; =
egt- Si g # 1, tenemos gt # t para todo ¢, por lo que ninguno de los términos de la

diagonal de la matriz de p(g) quedan fijos. Por la proposicion 2.5

tr(p(g)) =0 = xr.

Ahora, si g = 1, tenemos que gt =t para todo ¢, por 2.5

(2.5) tr(p(g)) = tr(1) = dim(R) = n = |G].

Asi que el caracter de R es

0 sig#ld.
|G| sig=1d.

R es no irreducible si G # {1}, entonces R = @ V;**, con V; irreducibles distintas.
Entonces a; = (xv;, Xr) por el corolario 2.8 , ahora a; = ﬁxivi(g)XR(g) sustituyendo el

caracter de la representacion regular nos resulta a; = ﬁXVi (9070 a;=0si g#1d.

1 .
a; = (Xv;, XR) = @xw(ld) |G| = dim(V;).

Corolario 2.11. Cualquier representacion irreducible V' de un grupo G aparece en R un

numero de veces iguales a la dimension de V.
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Demostracion.

1 —— .
(xv,XR) = @XV(Id-)IGI =dim V.

Por lo tanto el nimero de las veces que aparece V en R es la dimension de V. [l

En particular, esto prueba de nuevo que las representaciones irreducibles son finitas.

Sabemos que xr =} aixv; v xr(g) = |G| = dim(R(g)); si g =1d.

dim(R) = |G|

(2.6) |G| = dim(R) = Z(Vi)2

También podemos aplicar esto al valor del caracter de la representacién regular en

un elemento g € G distinto de la identidad,

0=xr(g) = (dim(Vi) - xv,(9)-
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4.1. Representacion regular de S;. La representaciéon regular en cualquier grupo,
esta dada por (gF)h = F(g~'h) donde F es una funcién. Si p(z) es la funciéon caracte-

ristica y ¢, h € G, tenemos

gp(x)(h) = p(z)(g~"'h)
lsigilth==x

{ 0si no.
1h = gz

{ Oh # gz.

= p(gz)(h).

Entonces obtenemos la definicion de Rs, en la base estandar {p(z) : z € G} gp(x) =

p(gz). Expresamos explicitamente gp(z) = p(gx)

g\pl@)| p(1)  p(12) p(13) p(23) p(123) p(132)
(1) p(1)  p(12)  p(13)  p(23) p(123) p(132)
(12) | p(12)  p(1)  p(132) p(123) p(23) p(13)
(13) | p(13) p(123)  p(1) p(132) p(12) p(23)
(23) | p(23) p(132) p(123  p(1)  p(13)  p(12)
(123) | p(123) p(13)  p(23) p(12) p(132)  p(1)
(132) | p(132) p(23) p(12) p(13)  p(1)  p(123)

La representacion regular de S3 es la suma directa de sus representaciones irreducible
Rs, = V1 ® Vo ® V3 @ Vy, donde Vi es la representacion trivial y tiene dimension 1, Vo
es la representacion alternante, también de dimensiéon 1; V3 y Vy son la representaciéon
estandar de dimensiéon 2. Como la dimensiéon de Rs, es 6, consideramos la base estandar

de Rsg,, escribiendo las funciones p(z) como vectores
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1\ (o) [o\ [o\ [o\ (o
ol {t| {of| |of |of o
o {o| [z |of |of o
ol 1ol o] [t |of [o
o {of| {of |of || |o
o/ \o/ \o/ \o/ \o/ \u

Observamos entonces que

Vi = gen{p(1) + p(12) + p(13) + p(23) + p(123) + p(132)},

Vo = gen{p(1) — p(12) — p(13) — p(23) + p(123) + p(132)}.

Ahora, para encontrar V3 y Vj resolveremos ecuaciones que cumplan con (12)a = 3, (123)a =

wa, (123)8 = w?By (12)3 = o en donde encontraremos « y (. Entonces: gen{a, 5}

1) Y1 Y2 T
r1 Y2 Y1 Z2
T 3 Yo 3
(12)a = — "1 a2s=|"| =
T5 Ya Ys Ty
T4 Ys Ya x5
3 Yo Y3 T
6 w1 Y6 w?y1
T4 w2 Ya w2y2
2
x9 wxs 2 wrY3
(123)a = — L= |2 =
T3 w4 Y3 w?y4
z1 wZTs 1 w2y5

2
Z5 W Ys W Ye
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resolviendo los sistemas obtenemos: x1 = y2, X2 = y1, T3 = Wlxe, T4 = wry, Ty = wiay

. — — _ _ 2 _ _ 2
Y T = WT1; Y1 = T2, Y2 = T1, Y3 = WT1, Y4 = W1, Y5 = w2 y Y6 = w 2. Entonces

1 0 0 1

0 1 1 0

0 w? 0 w
a) = , Qg = , B = , B2 =

0 w 0 w?

w? 0 w

w 0 w? 0

Asi que ya tenemos Vs y Vj;

Vi3 = gen{a, f1}

1 0
0 1
0 w

= gen{ : }
0 w?
w? 0
w 0

= gen{p(1) + w?p(123) + wp(132), p(12) + wp(13) + w?p(23)}.

Vi = gen{as,fo}

0 1
1 0
w? 0
= gen{ , }
w 0
0 w
0 w?

= gen{p(12) + w?p(13) + wp(23), p(1) + wp(123) 4+ w?p(132)}.
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5. Mas consecuencias de la formula de proyeccién

Proposicion 2.12. Sea a : G — C cualquier funcion en el grupo G. Para cualquier

representacion V', sea oo v 1V — V dada por

Yoy = alg)-g,

donde el endomorfismo pq v esta dado por la suma de funciones en el grupo. Entonces

Ya,v s un homomorfismo G-mddulo para todo V si a es una funcion de clase.

Demostracién. ¢,y (hv) = Y a(g)g(hv). Cambiando a g = hgh™!, tenemos por ser
G-lineal. o,y (hv) = > a(hgh ™ )hgh™ (hv). pov(hv) = > a(hgh™')hg(v) cambiando
hgh™! = g nos resulta @,y (hv) = (3> a(hgh™)g(v)) y dado que « es una funcién de
clase @q v (hv) = h(3_ a(g)g(v)), lo que es la definicién de ¢ pero ahora con awv(v); lo

que nos lleva a @, v (hv) = h(pq, V(v)). Por lo tanto ¢ es un homomorfismo G-modulo.

O

Proposicion 2.13. El nimero de representaciones irreducibles de G es igual al nimero
de clases de conjugacion de G. Equivalentemente sus caracteres {xv} forman una base

ortonormal para Cuse(G).

Demostracion. Supongamos que « : G — C es una funcion de clase y (o, xy) =
0 para toda representacién irreducible V', mostraremos que o = 0. Consideramos el
endomorfismo ¢, v = > a(g)g. Por el lema de Schur, g,y = A-Id, y sin = dimV,

entonces

1
A= —tr(pq
nT(SO ,V)

:% a(g)xv(g)
= Ol
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Entonces o = 0 6 > a(g)g = 0 para cualquier representacion V de G. Entonces
a(g) = 0. En particular, esta proposicion es valida para la representacion regular, es

decir V = R.



Capitulo 3

Las representaciones de

S

1. Descripcion de S,

El grupo simétrico Sy es el grupo de las permutaciones de cuatro elementos {1, 2, 3,4}.
El orden de este grupo es 24 y sus elementos son la identidad, 6 transposiciones, 8 3-ciclos,

6 4-ciclos y 3 productos de dos transposiciones disjuntas:

(1), (12), (13), (14), (23), (24), (34),
(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432),
(12)(34), (13)(24), (14)(23).

S =

En cualquier grupo Sy, las clases de conjugaciéon corresponden a las particiones de
d, es decir, a las expresiones de d como suma de enteros positivos ai, as,-- - ,ax; cada
particién corresponde asociativamente a la clase de conjugacién de una permutacion que

consiste de ciclos disjuntos de longitudes ay, ..., ag.

Es decir, si a0 y B estan en Sy, entonces
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» afa~! es una permutacién que tiene la misma estructura de ciclo que f;

= ay [ €Sy son conjugadas en Sy si y solo si ellos tienen la misma estructura de

ciclo.|6, teorema 3.10].

Con esto sabemos cuantos elementos tiene cada clase de conjugaciéon. El grupo Sy
esta particionado en 5 clases de conjugacion: la del elemento identidad (1) (su particion
esd=14+141+1), la de las transposiciones (su particion es 4 = 2+ 1 + 1); la de los
3-ciclos cuya particién es 4 = 3 4 1; los 4-ciclos, con particiéon 4 = 4; y los productos de

2 transposiciones disjuntas, cuya particion es 4 = 2 4 2.

2. Representaciones Irreducibles de S,

Al igual que en el grupo S3 tenemos las siguientes tres representaciones:

» La representacion trivial U, que esta definida como gv = v con g € Sy, V = C;
(Dv =wv,(12)v = v, (123)v = v, (1234)v = v, (12)(34)v = v y el caracter en cada

clase de conjugacion es 1.

» La representacion alternante U’, definida como gv = sgn(g)v con g € Sy, v € C;
(Dv =v,(12)v = —v, (123)v = v, (1234)v = —v, (12)(34)v = v. Los caracteres en

cada clase de conjugacién son 1, —1,1, —1, 1, respectivamente.

s La representaciéon estandar V', cociente de la representaciéon de permutaciones
asociada a la accion estandar de S4 en un conjunto de 4 elementos por la su-
brepresentacion trivial. Recordemos que la representaciéon de permutaciones esta
dada por g(z1, 22, 23, 24) = Zg-1(1)s Z4-1(2) Zg~1(3)s Zg—1 (4)-

Entonces V = {(z1, 22,23, 24) € C*: 21 + 25 + 23 + 24 = 0}.
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Proposicion 3.1. La representacion estindar tiene una base {«, B, v} tal que

oca=—u of =1y oy =18
Ta= —« TB =1y Ty = —1f3
o = —« 08 =1ip Oy =iy

donde o = (12)(34), 7= (14)(23), 0 = (1234).

Demostracion. Sea V = {(z1, 22, 23,24) € C*: 21 + 25 + 23 + 24 = 0}. Una base

genera a V', ademés de que «, 8,7 deben ser linealmente independientes.

Que sean generadores quiere decir que para todo z1, 22, 23, 24 € C existen A\, pu, 7

tales que

%l -1 ] —1

Z2 1 -1 -1

=A +p +1

23 -1 —1 1

Z4 1 1 1
Tenemos las ecuaciones 21 = — A+t —in, 22 = A —pu—1n, 23 = —A — i + 19
y 24 = A+ pu+ n; entonces A = %, = 223_'23;21_%1 — % y

—1z3+ 121 — 23— 21 29

4 2
Por lo tanto V' es generado por o, 3, 7.

Para verificar que «, 3, 7 son linealmente independietes, suponemos

|H
4
~
o o o o
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y mostraremos que A = p =1 =0.
Tenemos cuatro ecuaciones:
1. =A+ip—in=0,
2. A—ip—n=0,
3. - A—ipu+in=0y
4. A+p+n=0.

De la ecuacién 2 tenemos 7 = A — p y con la ecuacion 4 nos resulta 2\ = 0;

entonces A = 0. Ahora, de la ecuacion 1, p = —i\ + 7 la sustituimos en la

ecuaciéon 4, X 4 2n — i\ = 0 entonces como A = 0 asi que 2n = 0 entonces 1 = 0.

En la ecuacion 1 sustituimos el valor de A y n entonces p = 0.

Por lo tanto «, By v son linealmente independientes y por lo tanto forman

una base para V.

Ahora verificamos que se cumplan

ca=—q, off = —iy, oy =1if:

-1 1
1 -1
a2 | | =
-1 1
1 -1
7 -1
anen | =
—1 1
1 —1
—1 -1
aney | =]
) 1



2. Representaciones Irreducibles de Sy 37

T =—a, TR =1y, Ty = —if:

-1 1
-1
(14)(23) - =
-1 1
1 -1
) 1
we | |=| |=n
—1 -1
1 /)

o= —a, 08 = —if3, 0y =

(1234)

(1234) ] —iB.
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(1234) = = iy.

Vemos como actian otros elementos de S4 en o, By 7v:

-1 1
1 1| 1—i, 14
(12)o = (12) = =—B+—"
_ _ 2 2
1 1
1 1
i -1
- i 14+i 1, i
(12)8 = (12) y y e+ 58— 57
1 1
—i ~1
— —i| 1—i a1
(12)y = (12) i i s+ 58+357
1 1
-1 -1
1 1| 14d, 1-i
(123)a = (123) - SR LN SN
-1 1 2 2
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7 —1
-1 i 1414 i 1
123)3 = (123 — — _r 2
(123)8 = (123) y . 5@~ 58+ 37
1 1
—1 7
-1 —1 1—4 1 i
123)y = (123 = — - v
(128)y=Q28) | . 5ot 58+ 57
1 1

En esta base, la representacion estandar de cada clase de conjugacién de Sy tiene matrices:

1 0 0
Id=10 1 0
0 0 1
0 1+i
_ 1—3 1 ]
(2= 5 3
14— 1
2 2
1+1 1—1
0 5 F
_ 147 —1 1
()= 45 5
1-i 1 i
2 2 2
-1 0 O
(1234)=10 —i 0
0 0 =1
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La suma de los cuadrados de las dimensiones de estas tres representaciones irreducibles
de Sy es 14+ 1+ 9 = 11, entonces por ecuaciéon 2.6 , ain nos faltan representaciones

irreducibles por describir ya que [Sy| = 24.

= La representacion V' = V®U'. Si nos tomamos el producto tensorial de V,
la representacién estandar y U /, la alternante, obtendremos V =V eU'. Por
proposicion 2.1 el caracter estd dado por X = xv - Xy Asf que los caracteres
de V' en cada clase de conjugaciéon son: 3, —1, 0, 1, —1.

Ahora comprobaremos que efectivamente esta representacion es irreducible; es

suficiente con mostrar que x| = 1 por corolario 2.10.
1 .
ol = 2 Z Xy’ Xy’
gESy
1
= ﬂ(3‘3+6(1-1)+8(0) +6(1-1)4+3(1-1))
— L9+6+6+3)
24
= 1.

Por lo tanto V' es irreducible. Esta representacion con la base {«, [, v} esta

dada en cada clase de S4 por:

100 100
Id=10 1 0| ®sgn(Id)= [0 1 0
00 1 001
0 1+4i ¢ 0 -1-4 =&
— 1-— 1 ] — —147 -1 —
12)=145" 5 5 [®@se(2)=]=82 5 F
i =i 1 “l-i i -1
2 2 2 2 2 2
1+3 1—3 1+4 1—
0 5 7 0o 5 5
— 142 —1 1 — 144 —1 1
(123)=| 4 i 1 [@sgn(123)= L i L
1= 1 i 1= 1 i
2 2 2 2 2 2
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-1 0 O 1 0 O

(1234) =] 0 —i 0| ®sgn(1234)= (0 4+ ©

0 0 =2 0 0 —2
-1 0 O -1 0 O
(12)34)=| 0 0 i|®sgn(12)34) =0 o0 i
0 —2 0 0 — 0

» La representacion W. Es la representacion estandar de Sz levantada a Sy via Sy /V
donde V = {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)} es el subgrupo normal de Klein de
Sy.

Este levantamiento esta definido como: 7*p(g) = p(7(g)), donde g € Sy, p es
la representacion estandar de S3 yv m : S4 — S3 es la proyeccion de Sy sobre el
cociente S4/V = S3. w(g) = gV, p(g) = p(n(g)).

Para cada clase de conjugacién de Sy la representacion W se obtiene como:
encontar g = h-v donde g € Sy, h € S3 y v € V para después 7p(g) = p(7(g)) vy
asf la representacion W va a ser igual a la representacion estandar de S3 por lo

tanto el caracter también lo sera. La base de W es:
w 1

La clase de conjugacion [(1)]. (1) = (1) - (1) entonces 7*p(1) = p(1),
(1) = p(x(1)) = p((1) - (1)) = p(1) , p(1) = p(x(1)) = p(1).
Por lo tanto x ;1) = X,1) = 2.

La clase de conjugacion [(12)]. (12) = (12) - (1) entonces 7*p(12) = p(12),
mp(12) = p(r(12)) = p((12) - (1) = p(12), p(12) = p(n(12)) = p((12) - (1)) =
p(12).

Entonces Xp(12) = Xp(12) = 0.
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La clase de conjugacion [(123)]. (123) = (123) - (1) entonces 7*p(123) =
p(r(123)) = p((123) - (1)) = p(123),  p(123) = p(x(123)) = p((123) - (1)) =
p(123).

Entonces x,(123) = Xjp(123) = — 1.

La clase de conjungacion [(1234)]. (1234) = (13)-(12)(34) entonces 7*p(1234) =
p(13), 7p(1234) = p(r(1234)) = p((1234) - (12)(34)) = p(13),  p(1234) =
p((1234)) = p((1234) - (12)(34)) = p(13)

Entonces x,(13) = Xj(1234) = 0.

La clase de conjugacion de [(12)(34)]. (12)(34) - (1) = (12)(34) entonces
Pp((12)(34) = p(1),  Tp((12)(340)) = p(r((12)(34) = p(1). F(12)(34) =
p(m(12)(34))) = p((12)(34)) - (12) (34)) = p(1).

Entonces Xp(1) = Xp(12)(34) = 2.

2.1. Tabla de caracteres de S4. Recopilando los caracteres de las cinco representa-

ciones irreducibles de S4 obtenemos la tabla de caracteres.

1 6 8 6 3

S4 (D] [A2)] [(123)] [(1234)] [(12)(34)]
triviall/ 1 1 1 1 1
alternanteU' | 1 —1 1 —1 1
estandarV’ 3 1 0 -1 -1
Vi=veUu | 3 -1 0 1 -1
W 2 0 —1 0 2




Capitulo 4

El grupo de movimientos

rigidos de un cubo

El grupo de movimientos rigidos de un cubo es el grupo simétrico S4, que actia en
el cubo en sus cuatro diagonales principales. Sy actiia ademéas en el conjunto de caras,
vértices y aristas del cubo. En este capitulo se describiran las representaciones de Sy bajo

estas acciones.

El cubo estd formado por: vértices, diagonales, caras y aristas. Los cuales se descri-

birdn a partir de otros para simplificar notacién.

= Ocho vértices: los denotaremos sblo con los niimeros arabigos del 1 al 8 respectiva-
mente. Como se muestra en la figura 1 los cuatro primeros definen a las diagonales
principales del cubo; 1, 2, 3, 4, estan situados en la cara de enfrente, en cambio

el 5, 6, 7, 8 estan en la cara opuesta.

= Cuatro diagonales principales: las llamaremos sélo por los nimeros romanos del
I, II, I11, IV respectivamente. Las diagonales son las rectas que se forman al
unir los vértices opuestos; I es la recta formada del 1 al 8, I1 es la recta formada

del 2 al 7, II1 es la recta formada del 3 al 6; IV es la recta formada del 4 al 5.

43
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Figura 1. Vértices del cubo.

Figura 2. Diagonales del cubo.

= Seis caras: las nombraremos como Cy, Cs, Cs, C4, C5, Cg. las caras estan
formadas por el ciclo de los vértices que dan comienzo a las diagonales, con
orientacion positiva; Cp esta formada por el ciclo de vértices (1342) que en
diagonales es I 111 IV II, Cy esta formada por el ciclo de los vértices (1573)
que en las diagonales es I IV II I11, Cs estd formada por el ciclo de los vértices
(8756) que en las diagonales queda I IT IV I11, Cy esta formada por el ciclo de
los vértices (8624) que en las diagonales queda I I11 I1 IV, Cs esta formada por
el ciclo de vértices (1265) que en diagonales es I 11 II11 IV y Cg esta formada
por el ciclo de vértices (8437) que en diagonales queda como I IV III I1.
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Figura 3. Caras del cubo.

All»

Figura 4. Aristas del cubo.

= Doce aristas: las llamaremos Al, AQ, A3, A4, A5, A67 A7, Ag, Ag, Alo, AH, A12
respectivamente. Las aristas son las rectas que se forman al unir los vértices ad-

vacentes; A; es la recta formada por el vértice 1 al 2, As es la recta formada
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por el vértice 2 al 4, A3 es la recta formada por el vértice 1 al 3, A4 es la recta
formada por el vértice 3 al 4, A5 es la recta formada por el vértice 5 al 6, Ag es
la recta formada por el vértice 6 al 8, Ay es la recta formada por el vértice 5 al 7,
Ag es la recta formada por el vértice 8 al 7, Ag es la recta formada por el vértice
1 al 5, Ay es la recta formada por el vértice 2 al 6, A1; es la recta formada por

el vértice 3 al 7; Ajo es la recta formada por el vértice 4 al 8.

1. Isomorfismo de los movimientos del cubo con S,.

Teorema 4.1. El grupo de movimientos rigidos del cubo es isomorfo a Sy.

Demostracion. Sea G el grupo de movimientos rigidos del cubo, el cual es generado
por las rotaciones de los ejes que unen centros de las caras opuestas C con C3 y C5 con

Cs, como se muestra en la figura 5.

Definimos el homomorfismo ¢ : G — Sy, llamamos ¢ la rotacién de la C; con
Cs v p la rotacion de C5 con Cg. Aplicando el homomorfismo 1 a ¢ y p obtenemos
V(o) = (I, I1II,IV,II), ¥(p) = (I,I1,11I,IV).

Sabemos que (I,II)y (I,I1,I11,1V) son generadores de Sy por [8, proposicion 4.15]
asi que para mostrar que 1 es sobreyectivo, es suficiente con mostrar que (I,II) es
generado por (o) = (I,II1,IV,II)y ¢(p) = (I,II,II1,IV).

Pero (I,II1,IV,II)(I,I11,1I1,IV)(I,1I1,IV,II) = (I,II) o lo que es lo mismo
(o) (p)y(o) = (I, 11).

Con esto se muestra que v alcanza todos los valores en Sy, por lo tanto v es sobre-
yectivo. Como conclusion 1 es inyectiva porque toma un tnico valor es Sy asi que ¥ da

un isomorfismo entre G el grupo de movimientos rigidos del cubo y S4.
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O
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Figura 5. Ejes de rotacion de C; con Cs, Cs con Cy4, C5 con Cs.

2. Representaciones de las permutaciones de las caras.

S4 acttia permutando las seis caras del cubo. Al tener esta accion se tendra la repre-
sentacion de permutaciones de {C1,---,Cg} la cual llamaremos p y le aplicaremos los
conceptos del capitulo 2 para describir completamente esta representacion.

Los generadores de Sq son o = (I,II) 7 = (I,1I,11I,IV) estos generadores accio-
nados en el conjunto de caras dan: o a (C1C5)(C2Cy)(C3Cs), 7 a (C2C5C1Cs). Asi los
elementos de Sy estan contenidos en Sg.

Recordemos que si un grupo G actia en un conjunto finito X, ademés tenemos un
espacio vectorial V' con una base e,, existe un mapeo lineal p de V a V el cual envia e,

a ey, entonces definimos a p como la representacion de permutaciones asociada a X.
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Llamamos a p la representaciéon de permutaciones asociada a la accién de Sy en las

caras de cubo. El grupo de movimientos rigidos del cubo induce a ¢ : Sy — Sg.

Enlaclase (I):lacaralvaalal, la2vaala2,la3vaala3, ladvaalad labvaa

labyla6 vaala6;es decir deja las 6 caras fijas.

En la clase (I,11): Cy vaa Cs, Ca vaa Cy, C3 vaa Cg, Cy vaa Cy, C5 vaa C y Cg va
a Cs; (I,11) — (C1C5)(C2C4)(C3C5).

En la clase (I,11,1II): Cy vaa Cg, Co vaa C3, C3 vaa Cs, Cyvaa Cp, Cs vaa Co y
Csvaa Cy; (I,I1,1IT) — (C1CsCy)(C2C3C5).

En la clase (I,I1,111,IV): Cy vaa Cy, Co vaa Cp, C3 vaa Cy, Cy vaa Cs, Cs va a Cs
y Csvaa Cq; (1,11, 1I11,IV) — (C1C4C5C5).

En la clase (I, II)(I11,1V): Cy vaa Cs, Cy vaa Cy, C3 vaa Cy, Cy vaa Cy, C5 vaa
Coy CsvaaCs; (I,II)III,IV) — (C1C5)(C5C%).

Por proposicion 2.5 x,(g) es el nimero de elementos de las caras del cubo fijadas por
g € S4. Los caracteres de p son: x,(1) = 6, xp(12) = 0, xp(123) =0, xp(1234) =2y
w(12)(34) = 2.

Cualquier representacion se puede descomponer como la suma directa de representaciones

irreducibles; entonces
p=U®U)2aV3 oV )™aWS,

Si calculamos (xp, Xp), sabremos por cuantas representaciones irreducibles esta formada
p;

(Xps Xp) = LZip(g)xp(m
G| 4=

1

= ﬂ(1(6-6)+6(0'O)+8(0-O)+6(2-2)+3(2-2))

1

= — 24 + 12
24(36+ +12)
1

= —(72
24(7)

= 3.



2. Representaciones de las permutaciones de las caras. 49

Para conocer la multiplicidad a; calculamos (xp, xv), (Xp> Xy7)s (Xp> XV)s (Xp> Xy7) ¥

(Xp, Xw); asi veremos cuales son las representaciones irreducibles que aparecen en p.

(o x0) = i(1(6~1)+6(0~1)+8(0~1)+6(2-1)+3(2-1))
1
= 5;(6+12+6)
= 1.
O xgr) = iqummm_n+&un+az—m+azn)
1
= 5;(6-12+6)
= 0.
Coxv) = i(1(6-3)+6(0-1)+8(0-0)+6(2-—1)+3(2-—1))
= 5 (6-12+4)
_ 0
(s xy) = 2714(1(6-3)+6(o.—1)+8(o-0)+6(2.1)+3(2._1))
:éam+m—®
= 1.
(o xw) = 2—14(1(6-2)+6(0-0)+8(0~—1)+6(2-0)+3(2-2))
1
= 5;(12+12)
= 1.

Como (xp, xv) = (Xp>Xy’) = (Xpsxw) = 1; U, V' y W por el teorema 1.4 y pro-
posicién 1.6 son las tnicas representaciones irreducibles que tiene la representacion de

permutaciones asociada al conjunto de caras por lo tanto p se descompone como

(4.1) p=UasV oW
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ademds x,(1) =6 =dimp=1+3+2.

3. Representaciones de las permutaciones de los vértices.

S4 acttia permutando los ocho vértices del cubo. Al tener esta accion se tendré la
representacion de permutaciones de {1,---,8} bajo la accion de Sy que al igual que en
el conjunto de caras la llamaremos ¢ y seguiremos el mismo procedimiento para conocer
todo acerca de ésta representacion.

Los generadores de Sy son o = (I, 1I), 7 = (I,1I,1I1,IV) estos generadores acciona-
dos en el conjunto de vertices dan: o a (12)(36)(45)(78), 7 a (1265)(3487). Asi elementos
de S4 estan contenidos en Sg.

Se tomara solo el representante de cada clase de conjugacién para ver que Sy es
inducido a Sg y calcular los caracteres de la representacién de permutaciones asociada a

la accién de Sy en los vértices del cubo llamada q.

I) deja todo fijo.

I,IT) va a (12)(36)(45)(78).

(
(

» ([,1I,1IT) es enviado a (176)(238).
(I,1I,1I1,1V) es enviado a (1265)(3487).
(

I,II)(I11,1V) es enviado a (17)(28)(35)(46).

Por la proposicién 2.5 x4(g) es el nimero de elementos de los vértices del cubo fijados
por g € Sy, entonces los caracteres en cada clase de conjugacion son: x,(1) =8, x4(12) =
0, xq(123) =2, x4(1234) =0y x4(12)(34) = 0.

Cualquier representacion se puede descomponer como la suma directa de representa-

ciones irreducibles; entonces
g=U"q U)2aV®reae((V)4aWe,

Si calculamos (x4, Xq), Sabremos por cuantas representaciones irreducibles esta formada

4q;
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(Xg»Xq) = iZiq(g)xq(g)
Gl =%

— 5(1(8.8)+6(0.0)+8(2.2)+6(0.0)+3(0,0))
1
= 5;(9)

= 4.

Para conocer la multiplicidad a; calculamos (xq, xv), (Xg> Xg)> (Xas Xv), (Xg> X)) ¥

(Xq» Xw); asi veremos cuales son las representaciones irreducibles que aparecen en g.

(o xv) = i(l(S ) 46(0-1)+8(2-1)+6(0-1)+3(0-1))

1
= —(8+1
5, (8+16)

= 1.

(o xgr) = 2—14(1(&1)+6(0'71)+8(2-1)+6(0-71)+3(0-1))
1
— 5:(8+16)

= 1.

(Xg:xv) = ?Z(I(S :3)+6(0-1)+8(2-0)+6(0-—1)+3(0-—1))

= ;29

= 1.

(Xg>xy7) = i(l@ 3)4+6(0-—1)+8(2-0) +6(0-1) 4 3(0- —1))

1
= ﬂ(24)

= 1
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(e xw) = i(1(&2)+6(0-o)+8(2-_1)+6(o-o)+3(o.2))
1
= 5;(16-16)
= 0.

Son unicas las que tengan su producto interno igual a 1, por lo tanto ¢ tiene una

descomposicién
(4.2) g=UaU avVeV
por el teorema 1.4 y la proposicién 1.6 tenemos

dimg=14+1+3+3=8=x4(1).

4. Representaciones de las permutaciones de las aristas.

S4 actiia permutando las doce aristas del cubo. Al tener esta accion se tendra la repre-
sentacion de permutaciones de {Aj,---, A12} bajo la accién en Sy . La que llamaremos
r y procederemos al igual que en los otros dos conjuntos (caras y vértices) para conocer

todo acerca de ésta representacion.

Los generadores de Sy son o = (I,II), 7 = ([,1I,I11,1V) estos generadores ac-
cionados en el conjunto de aristas dan: o a (AgAg)(A3A10)(A445)(AsA11)(A7A12), T a
(A1A10A549)(A2As A7 A3)(AsA12A8A11).

Solo se tomard el representante de cada clase de conjugaciéon que tiene Sy para ver
que Sy es inducido a Si9 y asi calcular los caracteres de la representacion r que es la

asociada a la accion de Sy en las aristas de cubo.
» (I) deja fijo las doce aristas.
» (I,II) manda a (A2Ag)(AsA10)(A445)(AsA11)(A7A12), es decir, deja fijas a dos
aristas la Ay y As.

L (I,II, III) es enviado a (AlAHAG)(A2A4A12)(AgAgAlo)(A5A9A7) y no ﬁjas a

algtina arista.
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L] (I,II, I[I,IV) manda a (A1A10A5A9)(A2A6A7A3)(A4A12A8A11), es decir no

deja fija a algtina arista.

u (I, II)(III, IV) es enviado a (AlAg)(AgA(j)(A3A7)(A5A4)(A9A11)(A10A12) Yy no

deja fija a algtina arista.

Por proposicion 2.5 x,(g) es el nimero de las aristas del cubo fijadas por g € Sy. Los
caracteres son: x,r(1) = 12, x»(12) =2, x,(123) =0, x»(1234) =0 y x,(12)(34) = 0.
Cualquier representacion se puede descomponer como la suma directa de representa-

ciones irreducibles; entonces
r = U(:Ll EB (U/)a,2 @ Va3 @ (V/)a4 @ Wa5‘

Si calculamos (x;, xr), sabremos por cuantas representaciones irreducibles esta formada

(XT’7X7’) = ’1G|ZXT(9)XT(9)

geG

= i(l(m-12)+6(2.2)+8(0.0)+6(0.0)_|_3(O_0))
1

= T.

Como (xr, xr) = 7 tenemos siete representaciones irreducibles pero Sy solo tiene 5 repre-
sentaciones irreducibles, r es la suma de estas representaciones irreducibles y una de ellas
se van a repetir. Tomando los caracteres de las representaciones irreducibles de Sy, cal-

culamos (Xp, Xv), (Xp> Xp')» (Xp> XV), (Xp> X)) ¥ (Xp> Xw) para conocer la multiplicidad
de las representaciones que aparecen en r.
1
(xXr,XU) = ﬂ(12(1) +6(2-1)4+8(0-1)+6(0-1)+3(0-1))

- Laagag
24

= 1
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(Xxr Xxpr) = 520(12-1)+wx2-—1)+4x0-1)+wx0-—1)+fx0-1»
1
= 5;(12-12)

(Xroxv) = 21—4(12(3) +6(2-1)+8(0-0)+6(0-—1) +3(0-—-1))

1
— 12

24(36 +12)

= 2.V tiene multiplicidad 2.

P ;ﬂ%$+dl—n+&um+aun+au_m

1
= (3612

= 1

(o) = 2714(12(2) +6(2-0)+8(0- —1) +6(0-0) + 3(0-2))

1
= 529

= 1.

Como (xr, xv) = (Xr, Xy’) = (Xr» xw) = 1 por el teorema 1.4 y proposicion 1.6; U,
v, V' y W son las tnicas representaciones irreducibles que tiene la representacién de

permutaciones asociada al conjunto de aristas por lo tanto r se descompone como
(4.3) r=UaV®2aV oW

ademas x,(1) =12 =dimr=1+6+3+2.



Conclusiones

Las representaciones de un grupo son homomorfismos que se llevan a su forma ma-

tricial donde son mas sencillos de interpretar.

La teoria de representaciones de grupos finitos tiene diversas aplicaciones. En este

proyecto, estudiamos una aplicacién geométrica.

Hemos estudiado al cubo con la ayuda de sus conjuntos: las caras, los vértices y las
aristas; elaborando ejes de rotacién con los cuales se mostré el isomorfismo entre el grupo
simétrico Sy y precisamente el grupo de los movimientos rigidos del cubo. Asi es con estos
conjuntos y las acciones con S como se hacen homomorfismos o mejor dicho se llega a la
representacion de permutaciones con cada conjunto, v a su vez esta es interpretada con

las representaciones irreducibles de Sy.

FEn esta tesis se procedié de manera similar a la de Félix Klein, pasar de la geometria
de un objeto matematico a el algebra lineal y més atn a la teorfa de grupos para llegar

a tener las representaciones de dicho objeto: el cubo.
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